1. CRUCINUMERICO

Ignazio ¢ un appassionato di enigmistica e tre amici hanno creato per lui il seguente cruciverba
numerico. Provate a risolverlo giustificando adeguatamente i risultati ottenuti e sapendo che x e
y sono due numeri palindromi.
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ORIZZONTALI

1. La somma delle basi naturali b < 1000 tali che 36, ¢ un quadrato perfetto e 27, ¢ un cubo
perfetto.

4. La somma delle basi naturali b > 9 per cui il numero 17, ¢ divisore di 97,,.

6. Il numero in base 10 di tre cifre abc che rappresentato in base 9 ¢ nella forma bca con a,b e ¢
non necessariamente distinte.

7. La somma del numero dei divisori quadrati perfetti e del numero dei divisori cubi perfetti di
(202)¢ .

VERTICALI

2.x

3.y

4. 1l numero di insiemi {a, b, c} composti da tre numeri naturali distinti tali che il prodotto di essi &
uguale al prodotto di 11, 21,31,41,51, 61.

5. Il numero minimo di addendi necessari per scrivere 2080 come somma di numeri di due cifre non
necessariamente distinti.




POSSIBILI SOLUZIONI DEI QUESITI PROPOSTI nel CRUCINUMERO 2026
1. CRUCINUMERICO

1-0n?> =3b+ 6 em? = 2b + 7 quindi n ¢ multiplo di 3, esiste quindi k tale che n =
3k da cui si ottiene che 9k? = 3b + 6 quindi b = 3k? — 2. Sostituendo sulla seconda
equazione si ottiene m3 = 2(3k%? — 2) + 7 qundi m3 = 3(2k? + 1). Si deduce che sia
n che m sono multiplidi 3 e m < 13 perché b < 1000. Necessariamentem =3 om =
9 da cut si ottiene che b=10 o b=361, la risposta ¢ 371.

4-0 17, si puo scrivere in base 10 come b + 7 e 97, come 9b + 7, poiché 17, ¢ divisore di 97,

. 9b+7 9b+7  9(b+7)-56 56 .. e
I’espressione —— deve essere un numero naturale. = =9 — —quindi b + 7 ¢ divisore
b+7 b+7 b+7 b+7

di 56. I divisori di 56 sono 1, 2, 4, 7, 8, 14, 28 e 56, poiché b ¢ positivo le uniche possibilita sono 8,
14, 28 e 56; quindi b deve essere 1, 7,21 € 49. Poiché b > 9 le uniche possibilita sono 21 e 49 la cui
somma ¢ 70.

6-0 Il numero abc in base 10 possiamo scriverlo nel seguente modo 100a + 10b + c; il numero
bcag possiamo scriverlo come 81b + 9c¢ + a. Eguagliando le due equazioni si ottiene 100a +
10b + ¢ = 81b + 9¢c + a da cui si trova che 99a — 71b = 8c¢. La differenza tra 99 e 71 & 28 che
e un multiplo di 4, quindia = b = 2 e ¢ = 7, il numero cercato & 227.

7-0 Il numero 202 scomposto in fattori primi & uguale a 2 - 101 quindi 202° = 2°-101°. Un
divisore e un quadrato perfetto se e solo se, nella sua scomposizione in fattori primi, tutti gli
esponenti sono pari. Sia per I'esponente di 2 che per I'esponente di 101 ci sono quindi 4 scelte.
In totale i quadrati perfetti sono 4 - 4 = 16. Un divisore & un cubo perfetto se e solo se, nella
sua scomposizione in fattori primi, tutti gli esponenti sono divisibili per 3. Sia per 'esponente
di 2 che per I’'esponente di 101 ci sono quindi 3 scelte. In totale i cubi perfetti sono 3-3 = 9. La
loro somma & quindi 25.

2-V 77

3-V 707

4-V Scomponiamo i 6 numeri
11

21=3-7

31

41

51=3-17

61

Indichiamo con P il prodotto dei sei numeri, P = 32 -7-11-17 - 31 - 41 - 61, abbiamo quindi 7 fattori
distinti che, tranne 3 che ha esponente due, gli altri hanno tutti esponente 1. Il modo di distribuire
questi fattori primi in tre variabili in modo tale che il prodotto sia P ¢ dato dalla seguente formula
(k;f;l) = (RZZ). Per 3% siha k = 2 quindi (‘21')26 modi mentrer per gli altri fattori sithak = 1 quindi
(§)=3 modi. Il numero di terne totali & 6 - 3° = 4374. Poiché i tre numeri devono essere distinti &
necessario escludere i seguenti due casi.

Caso 1: a = b = c, cid porta a dire che a® = P che & impossibile.

Caso 2 a = b e a # c. In questo caso ci porta a dire che a? - ¢ = P. Per il fattore 32 ho due opzioni,
per gli altri 6 ho una opzione. Esistono quindi due coppie possibili, ma ogni coppia genera 3 terne
ordinate quindi 2 - 3 = 6. [l numero di ordinate di elementi distinti € quindi 4374 — 6 = 4368. Poiché



in un insieme non conta I’ordine e tutti e tre gli elementi sono distinti dobbiamo dividere per 3! Quindi

: : .. ... 4368
otteniamo che il numero degli insiemi ¢ — = 728.

5-V Per ottenere il numero minimo di addendi ¢ necessario utilizzare il piu grande valore come
addendo e quindi considerare il numero 99. Poiché 21 - 99 = 2079 siamo obbligati ad aggiungere un
altro numero, tuttavia non possiamo aggiungere 1 poiché gli addendi devono essere di due cifre ma ¢
possibile scegliere 10 come minimo addendo e 21 volte 94. In totale il minor numero di addendi ¢ 22.



Esercizio 2: GLI ASTROLABI RIBELLI

Nel grande chiostro di Santa Maria Novella, Ignazio Danti ha disposto 333 astrolabi lungo
un muro, numerandoli da 1 a 333 procedendo da sinistra verso destra (dal punto di vista
di Danti che li osserva). Per una complessa verifica astronomica, Danti ordina a ciascun
allievo assegnato a un astrolabio di eseguire un calcolo: dividere il numero di astrolabi
presenti alla propria sinistra per il numero di quelli alla propria destra, e moltiplicare il
risultato per il proprio numero.

Tuttavia, due allievi "ribelli" decidono di usare una formula segreta: al numero di
astrolabi alla loro sinistra sottraggono il numero di quelli alla loro destra, dividono il
risultato per 2, moltiplicano 'ottenuto per 3 e infine sommano 3.

(Attenzione: le diciture "destra" e "sinistra" nei calcoli si riferiscono al punto di vista
degli astrolabi stessi, che "guardano" verso Danti posto di fronte a loro).

Sorprendentemente, quando Danti controlla i calcoli, si accorge che i due allievi ribelli
hanno ottenuto esattamente lo stesso risultato che avrebbero ottenuto seguendo la regola
ufficiale! Sapendo che I'astrolabio numero 1 non € uno di quelli ribelli, quali sono i numeri
dei due astrolabi ribelli?

Soluzione

Poiché Danti vede gli astrolabi numerati da 1 a 333 da sinistra a destra, per un astrolabio
i (che guarda verso Danti) la "propria sinistra" corrisponde alla destra di Danti, dove ci
sono i numeri maggiori (da i + 1 a 333), che sono in totale 333 — i. La "propria destra"
corrisponde alla sinistra di Danti, dove ci sono i numeri minori (da 1 a i — 1), che sono in
totale i — 1.

La formula ufficiale assegnata da Danti per I'astrolabio i é:

333 —1 .
. -1
1 —1

La formula ribelle ¢ invece:

(333 — i) — (i — 1)

5 -3+3

Semplificando la formula ribelle otteniamo:

334 — 2i
TZ-3+3:(167—2’)-3+3:501—3i+3:504—3i

Uguagliando i due risultati:

3331 — 2
1—1

=504 — 31

333i —i* = (504 — 3i)(i — 1)
333i — i = 5047 — 504 — 3% + 3

Riordinando i termini in un’equazione di secondo grado:

2i% — 174i + 504 = 0



Dividendo per 2:
i2 —87i+252 =0

Le soluzioni di questa equazione sono i numeri che sommati danno 87 e moltiplicati danno
252. Risolvendo si ottiene ¢ = 3 e i = 84. Gli astrolabi ribelli sono quindi il 3 e 1'84.

Esercizio 3: LE FORTIFICAZIONI DI BELVEDERE

Per proteggere il Forte di Belvedere, Ignazio Danti progetta una muraglia a forma otta-
gonale con un solo lato aperto per I'ingresso. Sui rimanenti 7 lati fa posizionare 15 scudi
araldici di bronzo, numerati da 1 a 15: uno su ciascuno degli 8 vertici della muraglia e
uno al centro di ciascun lato.

Per ragioni di armonia ed esoterismo, Danti dispone gli scudi in modo che la somma
dei tre numeri presenti su ciascun lato (i due vertici e il centro) sia la stessa per tutti e 7
i lati, e che questa somma costante sia la minore possibile.

Sappiamo che nei due vertici che affiancano 1'ingresso sono posizionati gli scudi 10 e
15, e che al centro del lato adiacente allo scudo 15 si trova lo scudo 1.

Qual ¢ il prodotto dei numeri posizionati sui restanti 6 vertici interni dell’ottagono?

Soluzione

Sia S la somma costante per ciascun lato. Sommando le somme di tutti e 7 i lati si ottiene
7S. In questo computo, i numeri posizionati sui 6 vertici interni dell’ottagono vengono
contati due volte (poiché appartengono a due lati adiacenti), mentre i numeri sui 2 vertici
all’ingresso (10 e 15) e i 7 centri vengono contati una volta sola.

Quindi:

7S = (somma di tutti i 15 numeri) + (somma dei 6 vertici interni)

La somma dei numeri da 1 a 15 é L;ﬁ = 120. Detta V;,; la somma dei 6 vertici interni,
si ha:

75 =120 + Vi

Per minimizzare S, dobbiamo minimizzare V;,;, tenendo conto che 120 + V;,,; deve essere
un multiplo di 7.

Gli scudi con i numeri 15, 10 e 1 sono gia stati posizionati nella figura. Dobbiamo
quindi scegliere i 6 numeri piu piccoli tra quelli rimasti (da 2 a 9 e da 11 a 14) per
minimizzare la somma. I 6 numeri disponibili piti piccoli in assoluto sono 2, 3, 4, 5, 6 e
7. La loro somma é:

24+3+44+54+6+T7=27

Verifichiamo se 120 + 27 = 147 ¢ un multiplo di 7. Lo ¢, poiché 147 = 7 x 21. Quindi
la somma minima possibile per lato ¢ S = 21, e per ottenerla i 6 vertici interni devono
essere esattamente i numeri 2, 3, 4, 5, 6 e 7.

Possiamo anche confermare che questa configurazione é compatibile con i dati del
problema: sul lato che parte dal vertice 15 e ha 1’1 al centro, il vertice successivo deve
essere 21 — 15 — 1 = 5, che ¢é giustamente uno dei 6 numeri previsti per i vertici interni.



Il problema chiede il prodotto dei numeri posti sui 6 vertici interni:
2x3IXx4xHx6xT7=>5040

La risposta & 5040.

Esercizio 4: LE DUE TORRI DI GUARDIA

Durante i lavori di fortificazione, Ignazio Danti traccia sul terreno un lungo segmento
murario AB. Sceglie un punto M all’interno del segmento e, per difendere quel tratto, fa
innalzare le basi di due torri a pianta quadrata, costruendole dalla stessa parte rispetto
al muro AB: la prima torre ha come base il quadrato AMCD e la seconda ha come base
il quadrato BM EF'.

Per organizzare le ronde notturne e i punti di osservazione, Danti traccia sul terreno
le due circonferenze circoscritte alle basi delle due torri. Queste due circonferenze si
intersecano, oltre che nel punto M, in un secondo punto che Danti chiama N (il "nodo di
avvistamento").

Danti afferma con sicurezza ai suoi capimastri che il punto di avvistamento N si trova
esattamente lungo la linea retta che congiunge ’angolo A della prima torre con I'angolo F
della seconda, e contemporaneamente lungo la linea retta che congiunge ’angolo B della
seconda torre con 'angolo C' della prima.

Dimostrare, con un rigoroso ragionamento geometrico, che Danti ha ragione: ovvero
che i punti A, N, F sono allineati e che anche i punti B, C, N sono allineati.

Soluzione

Consideriamo la prima circonferenza, circoscritta al quadrato AMCD. La corda AM
sottende, per costruzione del quadrato, un angolo al centro di 90°. Di conseguenza,
qualsiasi angolo alla circonferenza che insiste sull’arco AM (e che non contiene il centro)
misurera 45°. In particolare, poiché il punto N si trova sulla circonferenza, si ha:

ANM = ACM = 45°

Consideriamo ora la seconda circonferenza, circoscritta al quadrato BM EF. Simil-
mente, la corda M B sottende un angolo al centro di 90°, quindi I’angolo alla circonferenza
ad esso associato misura 45°. In particolare:

MNB = MEB = 45°

Inoltre, poiché¢ BM EF' ¢ un quadrato, il segmento BE ¢ una diagonale e costituisce
un diametro per la seconda circonferenza. Qualsiasi angolo alla circonferenza che insiste
su un diametro é un angolo retto. Essendo N sulla circonferenza circoscritta a BM EF,
si ha: /\

BNFE =90°

—

Ora calcoliamo ’angolo complessivo AN E:

ANE = ANM + MNB + BNE



Sostituendo 1 valori trovati:
ANE = 45° + 45° + 90° = 180°

Essendo I'angolo ANE un angolo piatto, deduciamo che i punti **A, N, E sono allineati**.
Passiamo al secondo allineamento. Calcoliamo 1’angolo AN B:

ANB = ANM + MNB = 45° + 45° = 9(°

Ora osserviamo il segmento AC', che ¢ diagonale del quadrato AMCD. Esso costituisce
un diametro per la prima circonferenza. Qualsiasi angolo alla circonferenza che insiste su
di esso ¢é retto. Poiché N si trova sulla prima circonferenza, si ha:

ANC = 90°

Poiché sia ’angolo ANB sia I’angolo ANC misurano 90° e condividono il lato AN , e
consegue che i segmenti NB e NC' giacciono sulla stessa linea retta. Pertanto, anche i
punti **B, C, N sono allineati**.



