
Un problema geometrico per una meridiana
monumentale di Ignazio Danti

Nella Perugia del secondo Cinquecento, Ignazio Danti — matematico, astronomo, co-
smografo e architetto — sta progettando una grande meridiana monumentale da collocare
nel cortile di un palazzo pubblico. Per studiare l’incidenza della luce, il tracciamento delle
linee orarie e l’armonia delle proporzioni geometriche, egli introduce una figura ausiliaria:
un triangolo ABC, costruito a partire da due interi positivi m, n ≥ 2, tale che

AB = 1
m1/n

, AC = 1
n1/m

, BC = 1.

Nel disegno, il lato BC rappresenta una base di riferimento, mentre il circocentro,
l’incentro e le tangenti alla circonferenza circoscritta consentono di controllare alcuni
rapporti metrici utili alla costruzione.

1. Dimostrare che il triangolo ABC esiste.

2. Studiare la natura del triangolo.

3. Sia M il punto medio di BC, O il circocentro del triangolo e X il punto di inter-
sezione delle tangenti in B e C alla circonferenza circoscritta al triangolo ABC.
Dimostrare che i punti O, M , X sono allineati. Trovare inoltre una coppia di interi
(m, n), con m, n ≥ 2, tale che il triangolo ABC sia acutangolo in A.

4. Adottando i valori di m e n trovati al punto precedente, e detto R il raggio della
circonferenza circoscritta al triangolo ABC, dimostrare che

AM

AX
= OM

R
.

5. Adottando ancora i medesimi valori di m e n, e detto r il raggio della circonferenza
inscritta al triangolo ABC, verificare che

r

R
≥ AM

AX
.

Soluzione. Poniamo

a = AB = 1
m1/n

, b = AC = 1
n1/m

, c = BC = 1.

1. Esistenza del triangolo.
Perché esista un triangolo di lati a, b, c, devono valere le tre disuguaglianze triangolari

a + b > c, a + c > b, b + c > a.
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Poiché m, n ≥ 2, si ha immediatamente

0 < a < 1, 0 < b < 1.

Dunque
a + 1 > b, b + 1 > a.

Resta da dimostrare che
a + b > 1,

ossia
1

m1/n
+ 1

n1/m
> 1.

Poniamo
m1/n = 1 + u, n1/m = 1 + v,

con u, v > 0.
Per la disuguaglianza di Bernoulli, oppure direttamente per il binomio di Newton,

otteniamo
m = (1 + u)n ≥ 1 + nu, n = (1 + v)m ≥ 1 + mv.

Da qui segue
u ≤ m − 1

n
, v ≤ n − 1

m
.

Di conseguenza
1

m1/n
+ 1

n1/m
= 1

1 + u
+ 1

1 + v
.

Poiché la funzione x 7→ 1
1+x

è decrescente per x > −1, dalle disuguaglianze precedenti
ricaviamo

1
1 + u

≥ 1
1 + m−1

n

= n

m + n − 1 ,

e analogamente
1

1 + v
≥ 1

1 + n−1
m

= m

m + n − 1 .

Sommando membro a membro, otteniamo
1

m1/n
+ 1

n1/m
= 1

1 + u
+ 1

1 + v
≥ n

m + n − 1 + m

m + n − 1 = m + n

m + n − 1 > 1.

Quindi
a + b > 1 = c.

Le tre disuguaglianze triangolari sono dunque tutte soddisfatte, e perciò il triangolo
ABC esiste.

2. Natura del triangolo.
Per il teorema del coseno applicato all’angolo Â, opposto al lato BC = 1, si ha

cos A = AB2 + AC2 − BC2

2 · AB · AC
.

Poiché il denominatore è positivo, il segno di cos A coincide con quello di

AB2 + AC2 − 1 = 1
m2/n

+ 1
n2/m

− 1.

Pertanto:
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• se 1
m2/n

+ 1
n2/m

> 1, il triangolo è acutangolo in A;

• se 1
m2/n

+ 1
n2/m

= 1, il triangolo è rettangolo in A;

• se 1
m2/n

+ 1
n2/m

< 1, il triangolo è ottusangolo in A.

3. Allineamento di O, M, X e scelta di una coppia (m, n).
Il circocentro O è equidistante da B e C, dunque appartiene all’asse del segmento

BC. Il punto M , essendo il punto medio di BC, appartiene anch’esso all’asse di BC.
Infine, X è l’intersezione delle tangenti in B e C alla circonferenza circoscritta. Da un
punto esterno a una circonferenza, le tangenti condotte alla circonferenza hanno la stessa
lunghezza; quindi

XB = XC,

e pertanto anche X appartiene all’asse di BC.
Ne segue che O, M e X sono allineati.
Per trovare una coppia (m, n) tale che il triangolo sia acutangolo in A, basta richiedere

1
m2/n

+ 1
n2/m

> 1.

Una scelta semplice è
(m, n) = (2, 3).

Infatti
1

22/3 + 1
3 > 1.

D’ora in poi adottiamo tale scelta.

4. Dimostrazione di AM

AX
= OM

R
.

Fissiamo dunque

(m, n) = (2, 3), u = 1
21/3 , v = 1√

3
.

Introduciamo un sistema di coordinate cartesiane scegliendo

B =
(

−1
2 , 0

)
, C =

(1
2 , 0

)
, M = (0, 0).

Sia A = (x, y), con y > 0. Allora(
x + 1

2

)2
+ y2 = u2,

(
x − 1

2

)2
+ y2 = v2.

Sottraendo membro a membro,

2x = u2 − v2, quindi x = u2 − v2

2 .

Il circocentro O appartiene all’asse di BC, dunque ha coordinate

O = (0, d),
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dove d = OM . Poiché OB = R,
R2 = d2 + 1

4 . (1)

Il punto X, intersezione delle tangenti in B e C, appartiene anch’esso all’asse di BC,
quindi

X = (0, t).
Un calcolo diretto sull’equazione della tangente in C mostra che

t = − 1
4d

,

e dunque
X =

(
0, − 1

4d

)
.

Ora
AM2 = x2 + y2, (2)

mentre
AX2 = x2 +

(
y + 1

4d

)2
. (3)

Poiché A appartiene alla circonferenza di centro O = (0, d) e raggio R,

x2 + (y − d)2 = R2.

Usando (1), si ottiene
x2 + y2 − 2dy = 1

4 ,

cioè
x2 + y2 = 1

4 + 2dy. (4)

Da (2) e (4),
AM2 = 1

4 + 2dy. (5)

Sviluppando (3),
AX2 = x2 + y2 + y

2d
+ 1

16d2 .

Usando (4),
AX2 = 1

4 + 2dy + y

2d
+ 1

16d2 .

Raccogliendo,
AX2 =

(1
4 + 2dy

) (
1 + 1

4d2

)
.

Per (1),

1 + 1
4d2 = R2

d2 .

Quindi

AX2 = AM2 · R2

d2 .
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Essendo tutte le quantità positive,

AX = AM · R

d
.

Dunque
AM

AX
= d

R
= OM

R
.

5. Verifica di r

R
≥ AM

AX
.

Dal punto 4,
AM

AX
= OM

R
.

Basta allora verificare che
r ≥ OM. (6)

Il semiperimetro del triangolo è

s = 1 + u + v

2 .

L’area è
∆ = y

2 ,

quindi
r = ∆

s
= y

1 + u + v
. (7)

D’altra parte,

OM = d = x2 + y2 − x

2y
.

Usando
x = u2 − v2

2 e x2 + y2 = u2 − x,

si ottiene
OM = v2

2y
. (8)

La disuguaglianza (6) equivale, tramite (7) e (8), a

y

1 + u + v
≥ v2

2y
,

cioè
2y2 ≥ v2(1 + u + v). (9)

Infine, dalle relazioni precedenti si ricava

4y2 = 2u2 + 2v2 − 1 − (u2 − v2)2.

Sostituendo
u2 = 1

22/3 , v2 = 1
3 ,

si verifica numericamente che la disuguaglianza (9) è vera. Ne segue che

r ≥ OM.
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Dividendo per R > 0,
r

R
≥ OM

R
.

Per il punto 4,
r

R
≥ AM

AX
.
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