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Votazione

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Calcolare l’integrale curvilineo ∫
γ
yds,

dove γ é il grafico della funzione y =
√
x sull’intervallo [1, 2].

2. Determinare l’integrale doppio∫ ∫
D

(y2 − x)dxdy

dove D é la parte dell’insieme

{(x, y) ∈ IR2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4,

√
3

3
x ≤ y ≤

√
3x},

contenuta nel primo quadrante.

3. Risolvere il problema di Cauchy
2y′ =

y

x
− x

y

y(1) = 1

Qual é il massimo intervallo di esistenza contenente il punto x = 1?
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Svolgimento

1. Risulta facilmente∫
γ
yds =

∫ 2

1

√
x

√
1 +

1

4x
dx =

1

2

∫ 2

1

√
4x+ 1dx

=
1

8

∫ 2

1

√
4x+ 1d(4x+ 1) =

93/2 − 53/2

12

2. Passando in coordinate polari si ha:∫ ∫
D

(y2 − x)dxdy =
∫ π/3

π/6
dθ
∫ 2

1
(ρ3 sin2 θ − ρ2 cos θ)dρ

=
∫ π/3

π/6

(
15

4
sin2 θ − 7

3
cos θ

)
dθ

=
15

4

∫ π/3

π/6

1− cos 2θ

2
dθ − 7

3

∫ π/3

π/6
cos θdθ

=
5π

16
+

7

6
(1−

√
3).

3. É una equazione di Bernoulli, con s = −1. Posto allora z = y2, si ottiene
l’equazione lineare

z′ =
z

x
− x.

Tenendo conto che in un intorno del punto x = 1 la soluzione dovrá
essere positiva, si ottiene

z(x) = elog x
{
−
∫
xe− log xdx+ c

}
= −x2 + cx,

con c costante arbitraria. Da questo si ricava (dalla positivitá di y)

y(x) =
√
cx− x2

ed imponendo il dato iniziale si trova c = 2. La soluzione é data dunque
dalla funzione

y(x) =
√

2x− x2,
che esiste nell’intorno del punto x = 1 dato da U =]0, 2].
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