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Votazione

Svolgere i seguenti esercizi, motivando le risposte.

1. Calcolare l’integrale curvilineo∫
γ

x

(x2 + y2)2
dx+

y

(x2 + y2)2
dy

dove γ(t) = (t, sin t) con t ∈ [π, 2π].

2. Determinare la soluzione del problema di Cauchy
y′ = −1

x
y + y2x log x,

y(1) =
1

2
.

3. Calcolare l’area dell’insieme

E = {(x, y) ∈ IR2 : 0 ≤ y ≤ 8,
y2

4
≤ x ≤ 2y}.
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Svolgimento

1. Consideriamo la forma differenziale lineare

ω =
x

(x2 + y2)2
dx+

y

(x2 + y2)2
dy.

Controlliamo la chiusura, si ha

∂X

∂y
= −−4xy(x2 + y2)

(x2 + y2)4
=
∂Y

∂x
.

quindi é chiusa e poiché é omogenea di grado α = −3 risulta esatta e
a famiglia delle primitive é data da

F (x, y) = − 1

2(x2 + y2)
+K.

L’integrale curvilineo quindi si puó calcolare∫
γ
ω = F (2π, 0)− F (π, 0) =

3

8π2
.

2. Si tratta di un’equazione di Bernoulli. Dividendo tutto per y2 si ottiene

y′

y2
= −1

x
y−1 + x log x

e ponendo z = 1
y
→ z′ = −y−2y′ si ha l’equazione differenziale lineare

z′ =
1

x
z − x log x.

Dalla formula risolutiva abbiamo

z = e
∫

1
x
dx
[ ∫
−x log xe−

∫
1
x
dxdx+ C

]
= x[

∫
− log xdx+ C]

= x[−x log x+
∫
dx+ C] = −x2 log x+ x2 + Cx =

1

y
.

Quindi la soluzione é

y =
1

x2 − x2 log x+ Cx

e dalla condizione iniziale

y(1) =
1

2
=

1

1 + C
⇔ C = 1
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3. L’area é data da∫ ∫
F
dxdy =

∫ 8

0
dy
∫ 2y

y2/4
dx =

∫ 8

0
(2y − y2

4
)dy =

[
y2 − y3

12

]8
0

= 64− 128
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