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y(t,2) = / /Q ({62 (6, ) dide ¥(1,2) € ©

x intensita luminosa del piano oggetto (2
v livello di grigio dell’immagine riprodotta
¢ funzione di dispersione puntuale

y(t,2) = y(t,z) + n(t,2) Y(t,z) € Q

n rumore bianco, Gaussiano, con media nulla e varianza nota
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PROBLEMA CONTINUO

xeX

yeY

X, Y spazi di Hilbert

A : X — Y operatore lineare
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MAL—-POSIZIONE DEL PROBLEMA

Un problema si dice ben—posto nel senso di Hadamard se
@ la soluzione esiste
@ la soluzione € unica

@ la soluzione dipende con continuita dai dati
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I) Sia A operatore compatto
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REGOLARIZZAZIONE DEL PROBLEMA

I) Sia A operatore compatto

11) {uw, v, 1} decomposizione ai valori singolari di A
111) y € A(X), con A(X) chiusura di A(X)

oo
1
V) Z — |, ¥,)[* converge
— 13
Allora

(y, V) ou

T~
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problema mal—posto.
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problema mal—posto.

DEFINIZIONE

Operatori di regolarizzazione
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METODI DI REGOLARIZZAZIONE

CARATTERIZZAZIONE OPERATORI DI REGOLARIZZAZIONE

I) A operatore lineare, compatto, iniettivo

1) {pw,pv, 1, } decomposizione ai valori singolari di A
111) g: (0,00) x (0, ||A|]] — R” funzione limitata t.c.
- Per ogni \? esiste una costante positiva c(\?) tale che

lg(\2, )| < c(W)p, ¥ p e (0, ||A]),

- Perogni 0 < p < ||A|| si ha che lim g\, p) = 1.
A2—0
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METODI DI REGOLARIZZAZIONE

CARATTERIZZAZIONE OPERATORI DI REGOLARIZZAZIONE

I) A operatore lineare, compatto, iniettivo

1) {pw,pv, 1, } decomposizione ai valori singolari di A
111) g: (0,00) x (0, ||A|]] — R” funzione limitata t.c.
- Per ogni \? esiste una costante positiva c(\?) tale che

a2, )| < e(X)p, V€ (0, Al
- Perogni 0 < p < ||A]| si ha che )\lzimo g\, p) = 1.
Allora

o0

1
Ryy =Y G 2, 1) (0 %) @

v=1

¢ una soluzione regolarizzata
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PROBLEMA DISCRETO

y=Ax+n

x € R" immagine originale
y € R"™ immagine osservata
n € R™ rumore bianco, Gaussiano con media zero e varianza o2 nota
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PROBLEMA DISCRETO

SOLUZIONE REGOLARIZZATA

x = argmin E(x)
X

E(x) = T(x,y) + \2S(x),
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PROBLEMA DISCRETO

SOLUZIONE REGOLARIZZATA

x = argmin E(x)
X

E(x) = T(x,y) + \2S(x),

T(x,y) = ||y — Ax||? termine di consistenza con i dati

S(x) = ||O(x)||* termine di regolarizzazione

O operatore legato alle proprieta note a priori della soluzione
A2 parametro di regolarizzazione

Martinelli (Universit: Studi di Perugia) GALN2009 10/39



VINCOLO DI SMOOTHNESS

Se si impone un vincolo di smoothness sulla soluzione:

Ser) = 3 (Dkx)?

ceCy
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VINCOLO DI SMOOTHNESS

Se si impone un vincolo di smoothness sulla soluzione:
k)2
Sx) =) (Dex)
ceCy

¢ ¢ una clique di ordine k
Dk & 1a derivata finita di ordine k associato alla clique ¢
Cy ¢ 'insieme di tutte le clique di ordine k dell’immagine
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PRESERVAZIONE DELLE DISCONTINUITA

— — —— —— —— ——<—¢lementi di linea
o|o o 0|00 orizzontali

elementi di linea verticali
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PRESERVAZIONE DELLE DISCONTINUITA

S(x,b) = > [(Dkx)*be + B(be)]

ceCy

b. € B ¢ la variabile di linea corrispondente alla clique c,
0 : Cr — R ¢ una funzione decrescente
b ¢ il vettore degli elementi di linea

Martinelli (Universita degli Studi di Perugia) GALN2009 13/39



FUNZIONE ENERGIA: ESPRESSIONE GENERALE

3
E(x,b) = T(x,y) + > A28 (x,b),
=]
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FUNZIONE ENERGIA: ESPRESSIONE GENERALE

3
E(x,b) = T(x,y) + »_ AV (x,51),
i=1

3
b= (b(l),b(z),b(3)) AREAR-—il Z |C(i)|, p() ¢ RIC?]
i=1

SV,b) = > [(Dé(x))Zbgi)+ﬁ(i)(b£i)):|

ceC()
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FUNZIONE ENERGIA: ESPRESSIONE GENERALE

3
E(x,b) = T(x,y) + > A28 (x,b),
=]

3
b= (b(l),b(2)7b(3)) AREAR-—il Z |C(i)|7 b ¢ RIC?
i=1
SO = 3 [0 + 50 )]
cec()
CASO BOOLEANO

b € B ={0,1}

Martinelli (Universita degli Studi di Perugia) GALN2009 14 /39



MINIMIZZAZIONE DELLA FUNZIONE ENERGIA

b"(x) \= argminE(x,b),

X = argminE(x,b*(x)),

Si definisce energia duale [Geman, Reynolds,1992]

Es(x)= inf E(x,b),
beBlG!
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ENERGIA DUALE

3
Eq(x) = T(x,y) + > A2 (x)
i=1
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ENERGIA DUALE

3
Eq(x) = T(x,y) + > A2 (x)

i=1
i i i \2
90— 3 40 ((o1’)
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ENERGIA DUALE

3
Eq(x) = T(x,y) + > A2 (x)

i=1
i i i \2
90— 3 40 ((o1’)
cecl)
g0(r) = inf {67+ O (b))}
b er

g(’) funzioni di interazione
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CASO BOOLEANO

Se beB={0,1} e B(b)=r*1—0b)

. 2 t
g(f) = inf{(2, w2} = { ; sl <=

k-, altrimenti.

 soglia di discontinuita
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8(t) = jinf (b + 3(be)}
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8(t) = jinf (b + 3(be)}

B t.c.
° ﬁ:R—HRgU-I-oo
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CORRISPONDENZA TRA B E g

DEFINIZIONE [ROCKAFELLAR,1970]
Sia f una funzione definita in R, la funzione

) = Slelg{xy —f)}vyeR

¢ chiamata coniugata di f.
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CORRISPONDENZA TRA B E g

DEFINIZIONE [ROCKAFELLAR,1970]

Sia f una funzione definita in R, la funzione

) = Sgg{xy —fx)}V¥yeR

¢ chiamata coniugata di f.

PROPRIETA

Sia f una funzione propria, chiusa e convessa in R.

f* ¢ una funzione propria, chiusa e convessa e la coniugata f** di f* coincide
con f.
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CORRISPONDENZA TRA B E g

50 = sup{br = B(b)} = — jnf {~br + (b))} Vi € &

(3* & una funzione convessa semi—continua inferiormente
f(t) .= —=p"(—1t) = inf{br + B(b)} = inf {bt+ B(b)}Vr € R
beR beERT
f ¢ una funzione concava semi—continua superiormente

g(t) = inf {br + B(b)}

f(t) = g(\/i)a Vi=0
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CORRISPONDENZA TRA B E g

—o00 set<O0
lim (bt+B(b)) =4 0 set =0,
il 400 setr>0
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CORRISPONDENZA TRA B E g

—o00 set<O0
lim (bt+B(b)) =4 0 set =0,
il 400 setr>0

flt)=—00 <= <0

(V1), set>0

—o00,  altrimenti

&h
=
S~—
Il
—
oq
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CORRISPONDENZA TRA B E g

—o00 set<O0
lim (bt+B(b)) =4 0 set =0,
il 400 setr>0

flt)=—00 <= <0

A { g(\1), set>0

—o00,  altrimenti

concavita + semi—continuita superiore di f = f € C(R™)
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CORRISPONDENZA TRA B E g

g ¢ pari
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g ¢ pari
g € C(R) poiche lirgif(t) = £(0)
—
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CORRISPONDENZA TRA B E g

g ¢ pari
g € C(R) poiche lirgif(t) = £(0)
—

f non decrescente in R = g non decrescente in R(')"
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CORRISPONDENZA TRA B E g

g ¢ pari
g € C(R) poiche lirgif(t) = £(0)
—
f non decrescente in R = g non decrescente in R(')"
£(0) > 0, f non decrescente =
0 < B(0) =sup{—0"(1)} = supf(¢) = lim f(¢) < +oo quindig #0
teR teR

t—-+400
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CORRISPONDENZA TRA B E g

g ¢ pari
g € C(R) poiche lirgif(t) = £(0)
—
f non decrescente in R = g non decrescente in R(')"
£(0) > 0, f non decrescente =
0 < B(0) =sup{—0"(1)} = supf(¢) = lim f(¢) < +oo quindig #0
teR teR

t——+o0
fim 7
t—+oo

=0
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CORRISPONDENZA TRA B E g

g ¢ pari
g € C(R) poiche lirgif(t) = £(0)
—
f non decrescente in R = g non decrescente in R(')"
£(0) > 0, f non decrescente =
0 < B(0) =sup{—0"(1)} = supf(¢) = lim f(¢) < +oo quindig #0
t€R t€R tagt+oo
lim &

t—+oo

=0

OSSERVAZIONE
Non ¢ restrittivo scegliere 3 convessa
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CORRISPONDENZA TRA B E g

TEOREMA [GERACE, M. E Pucci]
Siafg:R — RS’ U 400 tale che
= inf {bt* R.

D g(0) = jnf{br* +B(b)} Vi€
1) 8#0,8(b) >0 VbeR, [ e unafunzione non crescente e convessa;
111) se b # 0, B(b) < +oo se e soltanto se b > 0;
v) li b) =0, li b) = 3(0) > 0.

) Jim B(b) =0, lim 5(b) = 5(0)
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CORRISPONDENZA TRA B E g

TEOREMA [GERACE, M. E PucclI]
Siafg:R — RS’ U +oo tale che
= inf {br* R.
D g(0) = jnf{br* +B(b)} Vi€

1) 8#0,8(b) >0 VbeR, [ e unafunzione non crescente e convessa;
11) se b # 0, 3(b) < 400 se e soltanto se b > 0;
v) li b) =0, li b) = 3(0) > 0.
) Jim B(b) =0, lim 5(b) = 5(0)
Allora esiste g : R — R tale che
= inf {bt* R;
V) g(0) = inf{br’ + B(b)} VrER;

vi) g(0) =0, g # 0, g & una funzione pari, continua non decrescente in R;

> t
viI) la funzione f(t) = { A/ e 20 ¢ concavae lim 1)

. . = 0.
—o00, altrimenti t——+oo t

v

m—
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TEOREMA DI DUAL

B, 3 e

B insieme dei valori di una variabile di linea
(3 funzione peso delle variabili di linea nell’energia primale
g funzione di interazione nell’energia duale

Martinelli (Univ
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TEOREMA DI DUALITA

Geman e Reynolds, 1992 J
Charbonnier, Blanc-Féraud, Aubert e Barlaud, 1997 )
Boccuto, Discepoli, Gerace, Pandolfi e Pucci, 2002 )
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TEOREMA [GERACE, M. E Pucci]

110)
) V)
1) V)
VI)

Martinelli (Universit: Studi di Perugia) GALN2009 26/39



IMPLICAZIONE INVERSA
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IMPLICAZIONE INVERSA
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IMPLICAZIONE INVERSA

Ht)=—f(t)VteR
B(b) :=9*(-b)VbeR

B(b) = suﬂg{—bt —9(1)} = suﬂg{—bt +f(t)} = sup{-bt+f(t)} VbeR
1€ 1€ teRS
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IMPLICAZIONE INVERSA

Ht)=—f(t)VteR
B(b) :=9*(-b)VbeR
B(b) = suﬂg{—bt —9(1)} = suﬂg{—bt +f(t)} = sup{-bt+f(t)} VbeR
1€ 1€ teRS

(1) =0""(t) Vie R = f(1) = ggﬂg{bt+ﬁ*(b)} VteR
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Th Th Th Th

81 GR CBAB BDGPP GM
Variazione Totale |1] no no si si
Bouman e Sauer 1“1 <a<2 no no no si
Perona e Malik —exp(—13) +1  si si si si
Geman e McClure Ht_—ztz si si si si
Hebert e Leahy log(1 + %) no si si si
Aubert et a Vit -1 no si si si
Blake e Zissermann inf{?, K%} si no si si
Shulman e Hervé inf{r?, 2kt — x>} no no si si
ks
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INIBIZIONE DI LINEE PARALLELE

Immagine Osservata
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INIBIZIONE DI LINEE PARALLELE

Elementi di Linea
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INTERAZIONI TRA LE VARIABILI DI LINEA

E(x,b) = T(x,y) +ZA25<>xb +Z)\ 200 (p

i=1

= Z p(be, be—)

cel
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INTERAZIONI TRA LE VARIABILI DI LINEA

E(x,b) = T(x,y) +ZA25<>xb +Z)\Q

i=1

= Z p(be, be—)

cel

3
E(x,b) = T(x,y) + Y _ AV (x,p")

i=1

$O(e,b) = > [0 @) + BOG) + p(b, w(DL_, ()))]

cecl)

Martinelli (Universita degli Studi di Perugia) GALN2009 30/3



INTERAZIONI TRA LE VARIABILI DI LINEA

ENERGIA DUALE
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INTERAZIONI TRA LE VARIABILI DI LINEA

ENERGIA DUALE

3
Eq(x) = T(x,y) + > 2255 (x)

i=1

= > O ((Dix, D))

cecl)

O (11, 1) = nf {be + v (BL,12)}

YO (b, 1) = BO(b) + p(b, u(t)).
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INTERAZIONI TRA LE VARIABILI DI LINEA

ENERGIA DUALE

3
Eq(x) = T(x,y) + > 2255 (x)

i=1

= > O ((Dix, D))

cecl)

O (11, 1) = nf {be + v (BL,12)}

YO (b, 1) = BO(b) + p(b, u(t)).

¥ funzioni di interazione
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becB=1{0,1}  A(b) = x(1—b)
p(b1,b2) = (1 — b1)(1 — b2)

( l12, |t1| <K
| < K
2 >
k%, |nl >k,
w(ﬁ?tz) =
12, ] < K*
|[2| Z K,
(K*)zv |t1| Z ’{*7

k* soprasoglia di discontinuita
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TEOREMA DI DUAL

B, 3, p —=

B insieme dei valori di una variabile di linea
[ funzione peso delle variabili di linea nell’energia primale

p funzione che rappresenta le interazioni tra le variabili di linea nell’energia
primale

1) funzione di interazione nell’energia duale

Martinelli (Univers:
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TEOREMA DI DUALITA

TEOREMA [GERACE, M. E PucciI]

Siay : R x R — R tale che

1) ¥(0,-) =0,9%(t,-) #0, (1, ) & una funzione pari, continua non
decrescente in Rar ;

Y(yi, 1), set; >0

. . econcava V) € R.
0, altrimenti

11) la funzione ¢(t1,1,) = {

111) ¢(-,1,) sia pari, continua e non decrescente in R} ;
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TEOREMA DI DUALITA

TEOREMA [GERACE, M. E PucciI]
Siay : R x R — R tale che

1) ¥(0,-) =0,9%(t,-) #0, (1, ) & una funzione pari, continua non
decrescente in Rar ;

>
11) la funzione ¢(t1,1,) = { 16(\/?1’ Bl wpi =0

. . econcava V) € R.
0, altrimenti

111) ¢(-,1,) sia pari, continua e non decrescente in R} ;
Siav: R — R(J)“ U 400 tale che

V) (1, 1) = ggﬂg{bt% + (b, 1)} Y(t1,2) € R x R.
V) v(b,-) Z0,7v(b,-) >0 Vb e R, [ enon crescente e convessa;
Vi) se b # 0, v(b,-) < 400 se e soltanto se b > 0;
li =0 1 D) = . )
Vi lim y(b,) =0, lim 5(b,) =(0,-) >0

VII) 7(-, 1) & pari, continua e non decrescente in R .
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TEOREMA DI DUALITA

TEOREMA [GERACE, M. E PucciI]
V)

) V)
) < VI
1) VII)

VIIT)

GALN2009 34/39
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MINIMIZZAZIONE DELL’ ENERGIA DUALE

ALGORITMO GNC (GRADUATED NON—CONVEXITY)

Si determina una famiglia {E((jp) }, di funzioni che approssimano E4, in modo
tale che la prima sia convessa e I’ultima coincida con E,.
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MINIMIZZAZIONE DELL’ ENERGIA DUALE

ALGORITMO GNC (GRADUATED NON—CONVEXITY)

Si determina una famiglia {Eg’) }, di funzioni che approssimano E4, in modo
tale che la prima sia convessa e I’ultima coincida con E,.

RICHIESTA

Ogni funzione approssimante Eflp) verifica le ipotesi del Teorema di Dualita
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RESTAURO DI IMMAGINI SFUOCATE

y=Ax+n

A effetto di sfocatura dell’immagine
y immagine osservata
n rumore che corrompe I’immagine
x immagine originale
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RESTAURO DI IMMAGINI SFUOCATE

y=Ax+n

A effetto di sfocatura dell’immagine
y immagine osservata
n rumore che corrompe I’immagine
x immagine originale

Immagine originale Immagine osservata
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ENERGIA DUALE

E;(x) = T(x,y) + \2S4(x)
Sd(x) — ZQ/) ((Dix"?Di—lx))

ceC
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ENERGIA DUALE

E;(x) = T(x,y) + \2S4(x)
Sd(x) — ZQ/) ((Dix"?Di—lx))

ceC
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ALGORITMO GNC

Prima approssimazione convessa

(i
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\ ""w\\\\(\\‘m\\t\\\\\\{&{{{3{3}&&&{%&8&\\\\3\‘\‘%‘:“3&3\
b
it
oo
il
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i ;l,%/
AT it
A i i
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y/
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300 300
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RISULTATI SPERIMENTALI

Immagine Osservata Immagine Stimata
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RISULTATI SPERIMENTALI

Immagine Osservata
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