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Matrici Circolanti

Una matrice circolante C,, e definita in questo modo:

C, =

dove

@)

n—1

[a(j—k) mod n]j,k:()

\

[ a

ai

An—1

ao

\ An—1 Ap—2

a )

an

*
F,D,F*
. J/
Vo
caratterizzazione spettrale

o )

Ve

caratterizzazione algebrica

1 _2mije (L _ _ _
— [e n , matrice di Fourier,
vV 4, k=0
Cﬁag(Vﬁing)a
T : .
lag,a1,...,a,_1]", prima colonna della matrice C,,,
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Matricl a-circolanti

Una matrice a-circolante C,, e definita in questo modo:

Cn,a — [af(j—ak) mod n];t;io O<a<n
( ag A(—a) modn tr A(—(n—1)a) modn \
ai A(1l—a)modn """ A(1—(n—1)a)modn

\ Ap—1 An—a)modn """ A(n—1—(n—1)a)modn )
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Esempi di matrici a-circolanti

Sen=>5e«a=3 abbiamo

(ao

ao

Qg
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Esempi di matrici a-circolanti

Sen=>5e«a=3 abbiamo

(

\

ao

ao

a4

Sen=6e «a=3abblamo

[ a

as

ao

(n,a) = ged(n,a) = 1.

(n,a) = ged(n, ) # 1.
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Matricl a-circolanti

Una matrice a-circolante C,, e definita in questo modo:

Cn,a — [af(j—ak) mod n];t;io O<a<n
( ag A(—a) modn tr A(—(n—1)a) modn \
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Matricl a-circolanti

Una matrice a-circolante C,, e definita in questo modo:

Cnaa — [a(j—ozk) mod n]?’;io 0<a<n
( ag A(—a) modn tr A(—(n—1)a) modn \
B ai A(1l—a)modn """ A(1—(n—1)a)modn
\ An—1 OG(n—a)modn " G(n—1—(n—1)a)modn )

e pU(\) essere scritta come
Cn,a — CnZn,a — FnDnF;Zn,om

con

1 sek =poqn 0,

Zn,a — [5r—ozc]n_1 51{: —

r,c=0" . :
0 altrimenti.
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Esempi di matrici a-circolanti

Sen=>5e«a=3 abbiamo

(

ao

ai

as

o =R O O O

o o o = O

o O O O
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Esempi di matrici a-circolanti

Sen=6ea=3abbiamo

( ap a3 ap a3z 4o 4as \
a; a4 a1 a4 A1 QG4
as a5 Qa2 a5 Qa2 as
az ap az ap a3z ag

as a3 a4 a1 a4 aq

K as a2 a5 a2 az ag )

( ap as a4 az az ai \

o O = O O O

o o o o o =

o O = O O O

0

0 )

o o o o o =
—_
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Strumenti principali (1)

Data una matrice A vale che

gi(A) = \/)\j(A*A), j=0,....,n—1,
01 (Cra) = \/Aj(c*;,acn,a), i=0,....n—1,
dove
C’;’aCn,a = (FoDnF;Zy o) (FoDoFrZy, o)
= Z;,aFnD:F;FnDnF;Zn,a
= Z:,aFnD:DnF;Zn,a

= (FZn.a) Dy DnFy Zn o
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Strumenti principali (1)

Data una matrice A vale che

gi(A) = \/)\j(A*A), j=0,....,n—1,
|

01 (Cra) = \/Aj(c*;,acn,a), i=0,....n—1,
dove
C’;,aCn,a = (FnDnF:Zn,a)*(FnDnF;Zma)
= 7! JF DiF:F,D, F 7, ,
= 7 FuDiDuF 70

= (F)Zno)" D, DpF 7, .
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Strumenti principali (2)

La matrice Z,, ., puo essere scritta come

Zn,a — |:Zn,o¢|2n,a| T |Zn,a}

A\ 7
"~

(n,) volte

dove Z,, , € C"*"~, n, = =, e la matrice Z, ., della quale vengono

(n,a)?

prese in considerazione solo le prime n, colonne.
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Strumenti principali (2)

La matrice Z,, ., puo essere scritta come

Zn,a — |:Zn,oc|2n,oz| T |Zn,a}

\ >4
"

(n,a) volte

dove Z,, , € C"*"« n, = =, e la matrice Z, ,, della quale vengono

(n,a)?

prese in considerazione solo le prime n,, colonne.

Quindi

Fi Zne = | FiZnol i Znal - By Zna)

A\ . 4
"~

(n,a) volte
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Strumenti principali (2)

La matrice Z,, ., puo essere scritta come

Zn,a — |:Zn,oc|2n,oz| T |Zn,a}

\ >4
"

(n,a) volte

dove Z,, , € C"*"« n, = =, e la matrice Z, ,, della quale vengono

(n,a)?

prese in considerazione solo le prime n,, colonne.

Quindi

F Zn = | FaZnol FiZnal - By Zno)

A\ . 4
"~

(n,a) volte
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Strumenti principali (3)

La matrice F Z, , puo essere scritta come

~ 1
F;Zn,a — In,(n,oa)F;;|< Zna,waa
V (0, a) ’
dove na = 'y Ta = gy = (Na, Ta) = 1

B T )
I,
I,

L (n,a) = > (n, ) volte, con I, € C"*" matrice identita.

Iy,

L @ 1)
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Strumenti principali (3)

La matrice F Z, , puo essere scritta come

1

FfZpy o=
(n, )

[n,(n,a)F;a Znaﬂfom

Quindi otteniamo

FiZoo = |FiZnalByZual - |FiZna]

\ 7
~~

(n,a) volte

== (n a) lIn,(n,a)F;a Znaﬂra| T |In,(naa)F;a Zna,wal

~
(n,a) volte

— Lo ny(nio) - iy (nio) | L nse) @ Fy Zing o)
(n7 CY) ~ ' -

(n,a) volte
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Strumenti principali (3)

* 1 *
Fy 2o = [In,(n,a) |In,(n,a)| e |In,(n,a)} (I(n,a) & Fna Znama)
(n7 Oé) N N~ -

(n,a) volte

Quindi, poiché I, .,y ® F}; Z, ., € una matrice unitaria, abbiamo che

Cr.aCna = (FnZna) DDl 7,
1

(n, @)

Eig(C’;,aCn,a)

Eig (J, oDy DpJy.a)

dove Ju.o = [Ln.(n.o)| [ n (na) ]
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UDIo
CJ(‘ l?(/

Valori singolari

Y\SIT(Q&

A3

Z.
-
Z.
<
&
) 4
. 3‘3\

| valori singolari di Cy, o = F, Dy F; Zp o €ON D,, = diagi—y (d;), sono dati
da

(n,a)
Jj(cn,a) — Z |d(l—1)na—|—j‘27 .7 — 0,1,...,77/@ - 17
N
0;i(Cna) = 0, j=ng,...,n—1,
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UDIo
CJ(i '?O

Valori singolari

Y\SITA&
agnt

A3

) 4
N g

| valori singolari di Cy, o = F, Dy F; Zp o €ON D,, = diagi—y (d;), sono dati
da

(n,a)
O-j(Cn,a) — Z |d(l—1)na—|—j‘27 .7 — 0,1,...,77/@ - 17
N
0;i(Cna) = 0, j=ng,...,n—1,

® nelcasoin cui (n,«a) = 1, abbiamo

O_j(Cn,a):\/|dj|2:|dj|, j:(),l,...,'n—l.
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UDIo
S O,

Teorema

20en1

&
a3
n
%
%

>
. 3‘3\

|dea: ridurre il calcolo degli autovalori di una a-circolante di dimensione n
al calcolo degli autovalori di una matrice piu piccola che abbia,
possibilmente, una qualche struttura:

Teorema 1 Supponiamo di avere una matrice A di dimensione n x n,

A € C™*", che puo’ essere scritta come A = XY*, dove X,Y € C"*¥,
con k < n. Allora gli n autovalori della matrice A sono dati dai £ autovalori
della matrice Y*X € C*** piu’ n — k autovalori nulli:

Fig(A) = Fig(Y™*X) U {0 con molteplicita’ geometrica n — k}.
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Osservazione 1

Cna = CnZna Mo = —
(n, )
_ C, [Zn,a\Zn,a! | Zna
= CpZnalIniIn.| - |In.]
= Chalnn, Ch.o € CP¥ I, . € Claxn

lL per il Teorema 1

~

Fig(Ch.o) = Eig(1yn,Cn.o)U{0con molteplicita’ geometrica n — n, } .
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UDIo
S O,

Osservazione 2

?\SIT(q&

Z
—
z
%]

&

%

) £S
. 3‘3\

~

La matrice I, ,,,Cy.o = Cp, & € Una matrice a-circolante di dimensione

Ng = (n”a), con & = « mod n,, | cui elementi sono dati da
(n,a)—1
(Cn,a)j,k: — Z A(j+tng—ak) modn s ja k= 07 ceey N — 17
t=0

dove gli a; sono gli elementi della prima colonna di C,, .

Quindi il calcolo degli autovalori di una matrice a-circolante puo essere
ridotto al calcolo degli autovalori di una matrice a-circolante di dimensioni
piu piccole.

procedura ricorsiva
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Caso particolare (1)

Se o = 0 abbiamo che, per j,k=0,...,n—1,

(Cn,a)j,k — (Cn,O)j,k — Q(j—0-k) modn — dj-

Questo significa che C), o € una matrice che ha elementi costanti lungo
tutte le righe e, percio, ha rango 1; quindi, ricordando che la traccia di una
matrice e la somma dei suoi autovalori, possiamo concludere che C,, o ha
n — 1 autovalori nulli e un autovalore A diverso da zero, dato da

n—1
A= tT(Cn,O) = Z(C”’O)j’j — Z Q.
7=0
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Caso particolare (2)

Y\SITA&

A3

Z.
-
Z.
<
&
) &
. 3‘3\

Se a=1,alloraC,, =C, 1 = C, e laclassica matrice circolante, e gli
autovalori sono dati da

dove gli a;, sono gli elementi della prima colonna di C,,.
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Caso particolare (2)

Se a=1,alloraC,, =C, 1 = C, e laclassica matrice circolante, e gli
autovalori sono dati da

dove gli a;. sono gli elementi della prima colonna di C,,.

Quindi se C,, , € una matrice a-circolante la cui prima colonna e formata

dagli elementi a;, k = 0,...,n — 1, gli autovalori possono essere calcolati
mediante il seguente algoritmo ricorsivo:
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Algoritmo ricorsivo

passo: se a =0, Cy o han — 1 autovalori nulli e un autovalore
A= Zk o Qk [stop];
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Algoritmo ricorsivo

[stop]

>~
<
I
o
3
3‘::
S
=)
=
o
I
[=
S
|
p—t

k=0
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Algoritmo ricorsivo

Peruaia. 16-17 Febbraio 2009 — p. 23/38



Algoritmo ricorsivo

| passo:sea=0,...... [stop];
Il passo:.sea=1,...... [stop];
lll passo: se (n,a) =1 con a # 1, calcolo gli autovalori....... [stop]

IV passo: se a ¢ {0,1} e (n,a) # 1, C, o ha n — n, autovalori uguali a
zero (ng = (7[‘—04)) e i restanti n,, sono gli autovalori della a-circolante

P

Ch, a; quindi poniamo

(n,a)—1
ar = E A(k+tny) modns k=0,...no —1
t=0
a = = amodng,,
n
n = MNag= )
(n, @)

e ripartiamo dal | passo.
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Autovalori nel caso (n,a) =1

Osservazione 1: se C), , € una a-circolante e C,, g € una g-circolante,
allora C,, ,C,, g € una a3-circolante.
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Autovalori nel caso (n,a) =1

Osservazione 1: se C), , € una a-circolante e C,, g € una g-circolante,
allora ', ,Cy, g € una a-circolante.

Osservazione 2: data una matrice A € C™**™ per ogni k intero positivo
vale che \;(A*) = \5(A).
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Autovalori nel caso (n,a) =1

Osservazione 1: se C), , € una a-circolante e C,, g € una g-circolante,
allora ', ,Cy, g € una a-circolante.

Osservazione 2: data una matrice A € C™**™ per ogni k intero positivo
vale che \;(A%) = A¥(A).

|
|

trovato un numero q tale che a? =q4, 1, abbiamo che C , e una
circolante, quindi
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S§

Autovalori nel caso (n,a) =1

4@?\5 I T4
Yoot W

2
//VQ S

Poiché per calcolare gli autovalori di una matrice circolante necessitiamo
solo degli elementi della prima colonna, se chiamiamo e; il primo vettore
della base canonica abbiamo

Og,’ael — Cn,a T Cn,aCn,ael
= F.,D,F Z, o FWD,FZ, o FnDoF Z,, n€1
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UDIo
S O,

S§

Autovalori nel caso (n,a) =1

4@?\5 I T4
Yoot W

2
//VQ S

Poiché per calcolare gli autovalori di una matrice circolante necessitiamo
solo degli elementi della prima colonna, se chiamiamo e; il primo vettore
della base canonica abbiamo

quL,ael — C’n,a T Cn,aCn,ael

— FnDnFr,i:Zn,oz T FnDnF;Zn,aFnDnF; Zn,ael
N——

permutazione
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UDIo
S O,

S§

Autovalori nel caso (n,a) =1

4@?\5 I T4
Yoot W

2
//VQ S

Poiché per calcolare gli autovalori di una matrice circolante necessitiamo
solo degli elementi della prima colonna, se chiamiamo e; il primo vettore
della base canonica abbiamo

Cg,,,ael — Cn,a T Cn,aCn,ael
* * *
= Do F Zy o FnDnF 2y oDy ) 2, ne1
N——
permutazione

\ >4

FFT
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S§

Autovalori nel caso (n,a) =1

4@35 I T4
Yoot W

2
//\/Q S

Poiché per calcolare gli autovalori di una matrice circolante necessitiamo
solo degli elementi della prima colonna, se chiamiamo e; il primo vettore
della base canonica abbiamo

Cg,ael — Cn,a T Cn,aCn,ael
* * *
= Do F Zy o FnDpF 2y o by Dy ) 2, a1
N——
permutazione
FFT

\ 7
~~

n moltiplicazion?
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UDIo
S O,

S§

Autovalori nel caso (n,a) =1

4@35 I T4
Yoot W

2
//\/Q S

Poiché per calcolare gli autovalori di una matrice circolante necessitiamo
solo degli elementi della prima colonna, se chiamiamo e; il primo vettore
della base canonica abbiamo

Cg,,ael — Cn,a T Cn,aCn,ael
* * *
= FDpbZyo - FnDyF 2y ol Dy ) 2 €1
N——
permutazione
FFT

\ 7
aV

n moltiplicaziont

A\ 4

FFT
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UDIo
S O,

&8

Autovalori nel caso (n,a) =1

4@?\8 IT4
Yoot W

>
//\/[) . 3‘3\

Poiché per calcolare gli autovalori di una matrice circolante necessitiamo
solo degli elementi della prima colonna, se chiamiamo e; il primo vettore
della base canonica abbiamo

Cg,,ael — Cn,a T Cn,aCn,ael
* *
— FnDnFn Zn,a "o FnDnFn Zn,a Dn Zn,ael
N——
permutazione

\ 7
~~

\ _J/
VO
n moltiplicaziont

A\ 7
Ve

Espressione esplicita per gli elementi della matrice C7 ,7?
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Caso particolare: n = a”

Se n = o, e partiamo con I'algoritmo ricorsivo, otteniamo

| passo:
Il passo:
Il passo:

IV passo:

n
o = (n, @) =
a =
n = o
sea=0,...... [stop];
sea=1,...... [stop];
se (n,a)=1cona#1,...... [stop];

sea ¢ {0,1} e (n,a) #1,

(n —ney) autovalori uguali a zero,
a = a=amodn,,
n
no o= Ng= :
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Caso particolare: n = a”

Se n = o, e partiamo con I'algoritmo ricorsivo, otteniamo

| passo:
Il passo:
Il passo:

IV passo:

n
o = (n, @) =
a =
n = ol
sea=0,...... [stop];
sea=1,...... [stop];
se (n,a)=1cona#1,...... [stop];

sea ¢ {0,1} e (n,a) #1,
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Caso particolare: n = a”

Se n = o, e partiamo con I'algoritmo ricorsivo, otteniamo

| passo:
Il passo:
Il passo:

IV passo:

n
o = (n, @) =
a =
n = o
sea=0,...... [stop];
sea=1,...... [stop];
se (n,a)=1cona#1,...... [stop];

sea ¢ {0,1} e (n,a) #1,

(n —ney) autovalori uguali a zero,
a = a=amodn,,
n
no o= Ng= :
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Caso particolare: n = a”

Se n = o, e partiamo con I'algoritmo ricorsivo, otteniamo

| passo:
Il passo:
lll passo:

[V passo:

SR o Il
a = 0;
n o= af 0D,
sea=20,...... [stop];
sea=1,...... [stop];
se (n,a)=1lcona#1,...... [stop];

sea ¢ {0,1} e (n,a) #1,

(n —ngy) autovalori uguali a zero,
a = o= amodn,,
n
no o= Ng=
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Caso particolare: n = a”

Se n = o, e partiamo con I'algoritmo ricorsivo, otteniamo

_ N k—(k-1),
nOé (n’a) « )
a = 0;
n = k(=)

?

| passo: se a =0, C, o, han — 1 autovalori nulli e un autovalore
A= 3242, axlstopl;
I passo:sea=1,...... [stop];
Il passo: se (n,a)=1cona#1,...... [stop]

IV passo:sea ¢ {0,1} e (n,a) #1,......
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Sommario

® definizione di matrice a-Toeplitz;

»
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Matrici di Toeplitz

Una matrice di Toeplitz T;, e definita in questo modo:

dove i b, sono i coefficienti di Fourier di una qualche funzione

j?E-Llc_W7W)

Iy

1 [ .
b = — / f(t)e ™t
2w J_

— [bj—k]?,zio
[ by by
b1 bo
\ bn—l bn—2

b—n+1

b—n+2

bo

)

/
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Matrici a-Toeplitz

Una matrice a-Toeplitz T}, , € definita in questo modo:

Tha = [bj—ak]?,;io
[ b ba o bt )
_ b1 bi—a . bl—(n—l)a
\ bn—l bn—l—a bn—l—(n—l)a )

dove i b, sono i coefficienti di Fourier di una qualche funzione
fe LY (—mm)

1 [T .
b = — / f(t)e ™t
2w J_
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Esempi di matrici a-Toeplitz

Sen=>5e«a= 3 abbiamo

[ bo
b1
by

b3
g

Sen=6e«a= 3 abbiamo

(b
b

b_3

b_»

b1
bo
b1

b_3
b_o

b_¢
b_s
b_4
b_3
b_o

b_¢
b_s
b_4
b_3
b_o
b_1

b_g
b_s
b_7
b_¢
b_s

b9
b_s
b_~7
b_¢
b_s
b_4

b_12 \

b_11

b_10
b_g

bs

b_12
b_11

b_10
b9
b_g
b_r

b_15

b_14

b_13

b_12
b_11

b_10
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Sommario

® definizione di matrice a-Toeplitz;

»

Peruaia. 16-17 Febbraio 2009 — p. 35/38



Sommario

® definizione di matrice a-Toeplitz;

» distribuzione nel senso dei valori singolari.
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Esempi di matrici a-Toeplitz

Sen=>5e«a=3 abbiamo

[ b
b1
ba

b3
v

b_3

b_»

b1
bo
b1

b_¢
b_s
b_4
b_3
b_s

b_g
b_s
b_r7
b_6
b_s

borz )

b_11
b_10
b_o

bs
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Esempi di matrici a-Toeplitz

Sen=>5e«a=3 abbiamo

i
b1
bo

b3
v

b_3

b_o

b_1
bo
b1

b_¢
b_s
b_4
b_3
b_o

b_g
b_s
b_7
b_6
b_s

b_12 \

b_11
b_10
b_o

bs
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Esempi di matrici a-Toeplitz

Sen=>5ea=3abbiamo

(b b5 bog bog boip )
by b_o b_s5 b_g b_1q

Tna=1 bo b1 b_y b_7 b_yo
bs by b_3 b_g b_g

\ b b b b5 b

N 0 0 O
Tn,a = N~~~ —+ N~~~
nx[g_l an—I_%—l

Peruaia. 16-17 Febbraio 2009 — p. 36/38



Esempi di matrici a-Toeplitz

Sen =>5e«a= 3 abbiamo
[ b

b1
Ty o= bo

b3
v

b_3
b_o
b_1

b_¢
b_s
b_4
b_3
b_o

b_g
b_s
b_7
b_6
b_s

b_12 \

b_11

b_10
b_g

bos
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Valori singolari di matrici a-Toeplitz

T = [Ty Zn.o|0] + [0|H]

~

{Tn/Z\n,a} ~o f

dove

~ 1S x + 27
f a;|f|2( - )

{ﬁ} ~s 0
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sS2lOp,

Valori singolari di matrici a-Toeplitz

Q’Y\SITAJ‘
‘%SM\‘k

>
//V n- 3‘4\

La successione {T,, .} ha p, = (g] valori singolari che si distribuiscono
come f en — 2] valori singolari nulli
(8%

1 n
lim — N — - -
i 2 Fe) JLH;WZF% D DA
J=1 J=Ha+1
11 (7 ~ 1
= F 1 ——) F(0).
ro | FGads ( a) )

Tt ~o (0, [=m 7] x[0,1]),

dove

~

f(z) perte0,1]

O(x,t) =
0 perte(L,1]
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