
Studiamo il comportamento della serie:

∞∑
n=0

sin(
1

n
) xn

al variare di x ∈ IR.

Si tratta di una serie di segno qualunque. Sia an = sin( 1
n)xn, consideriamo

allora |an| = sin( 1
n)|x|n. Applichiamo il criterio del rapporto alla serie dei

valori assoluti.

lim
n→∞

|an+1|
|an|

= lim
n→∞

sin(
1

n + 1
)|x|n+1 · [sin(

1

n
)]−1 1

|x|n
= |x|

Dunque,

• se |x| < 1 allora
∑∞

n=1 |an| converge e dunque
∑∞

n=1 an converge asso-

lutamente;

• se x > 1, allora
∑∞

n=1 |an| =
∑∞

n=1 an diverge a +∞;

• se x = 1 la serie data diverge a +∞ infatti
∑∞

n=1 an =
∑∞

n=1 sin( 1
n), (si

può provare utilizzando il criterio del confronto asintotico ed il limite

notevole limn→∞ sin( 1
n)/(1/n) = 1);

• se x = −1 la serie data converge semplicemente per il criterio di

Leibnitz poiché
∑∞

n=1 an =
∑∞

n=1(−1)n sin( 1
n) e la successione non

negativa (sin( 1
n))n è infinitesima e decrescente a zero;

• se x < −1, allora
∑∞

n=1 |an| =
∑∞

n=1(−1)n|x|n sin( 1
n). Proviamo che

bn = |x|n sin( 1
n) è crescente da un certo m ∈ IN in poi.

bn = sin(
1

n
)|x|n ≤ sin(

1

n + 1
)|x|n+1 = bn+1 ⇐⇒ sin(

1

n
)[sin(

1

n + 1
)]−1 ≤ |x|



Sappiamo che

lim
n→∞

sin(
1

n
)[sin(

1

n + 1
)]−1 = 1

e dunque, per la definizione di limite, scelto ε > 0 tale che 1+ ε < |x|,

esiste m ∈ IN tale che

1− ε ≤ sin(
1

n
)[sin(

1

n + 1
)]−1 ≤ 1 + ε < |x|

e dunque la serie data è indeterminata.


