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Prove scritte di Analisi Matematica 1 - A.A. 2018/2019
Corso di Laurea in Ingegneria Civile

Corso di Laurea in Ingegneria Informatica ed Elettronica

I appello - 8 Gennaio 2019

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Calcolare il seguente limite:

. x[log(z® + 2) — log(x?)]
lim )
a—too /24 gt —/zt =3

2) Date le funzioni
fl@)=¢" —1—1log(l+2%) e g(z)=sin(2z)
si chiede di

(a) fornire gli sviluppi in serie di McLaurin fino all’ordine di 3 di f(x) e g(x), dopo

averne determinato il campo di sviluppabilita;

(b) calcolare I'ordine di infinitesimo di f(z) rispetto a g(z), per x — 0.

3) Calcolare il seguente integrale:

log b 1
—_dx.
A)M e2r — 4er 4 3
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Svolgimento

1) II calcolo diretto conduce ad una forma indeterminata. Risulta tuttavia

z [log(z® + 2) — log(x?)]

z—stoo /24 gt — /2t =3
) xlog(1+%) ) xlog(1+%)2\/2+$4+\/x4_3
= lim L = lim " — =
voto0 /2 + gt — ot —3 ot 2 23 (24 24) — (24— 3)
, 10g(1+%)2$2( x%"’_l"‘\/l_x%) 4
= lim s — =,
z——400 =1 xr2 5 5
log(1
utilizzando il limite notevole lim M = 1.
x—0 x
2) (a) Tenendo presenti gli sviluppi noti
x> 2
ef=1+a+ 4+
per ogni x € R,
2?2 28
log(1 =r——=+—=—+4...
og(l+z)==x st T
per —1 <z <1 e infine
. 3 2P
Sln.flf—a:—g—i—ﬁ—’—...,

per ogni z € R, possiamo dedurre che la funzione f(x) ¢ sviluppabile in serie di

McLaurin se —1 < 23 < 1, ovvero per —1 <z < 1, e si ha

2 ) (%) 2 (z°)?
e’ —1=ua"+ 5 ... =2+ o(z%), log(l +2°) =2 — 5 .. =2+ o(z?),
da cui
f(z) =2 — 2% + o(2?),
per —1 < z < 1. Per quanto riguarda la funzione g(x) si ha
(22)° 4 3 3
g(x) =2z — +... =22 — -2° +o(x”),

3! 3
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per ogni z € R.

(b) Utilizzando gli sviluppi trovati al punto (a) ed il principio di sostituzione degli

infinitesimi risulta, per a = 2,

f@)] L |2 =2+ o(a?)] |
lim = lim 1 =lim — = -,
e=0 [g(z)]* 2=0 220 — Ja8 4+ o(2?)2 em04a? 4

da cui l'ordine di infinitesimo di f(z) rispetto a g(z) ¢ 2, per x — 0.

3) Effettuando la sostituzione t = e*, da cui dz = %, I'integrale diventa

log b 1 5 1 5 1
I := ———dx = —dt = dt.
L. =%~ wmarg= ) mowesy

Utilizziamo ora la formula di Hermite. Risulta

1 _ A, B C _ At? —4At +3A+ Bt? — Bt + Ct* — 3Ct
tt—=3)(t—-1) ¢t t—-3 t—1 tt—3)(t—1)
(
A+B+C=0
seesolose § _44_pB_30=0 dacuid=4i B=3:eC =—3;. Pertanto

3A=1
\

L f5dt 1 (> adat 1 (° dt 1 51 501 5
T=- &2 2 el 4 Ztog |t — 3] = Zlog |t —1
3 76/ 103 2, io1 7 gleeltl], Tgleslt =3l —glogft =1,

3 1 1
=——log2+ =1 —log 5.
2og +20g3+3og5
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IT appello - 22 Gennaio 2019

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Calcolare il seguente limite, utilizzando la teoria degli infinitesimi:

. a?sin(2x) 4 62° + cos(log(3z + 1)) — 1
lim
20+ (ev® —1)6 + tan(x3) — 32

2) Dato l'insieme

si chiede di

(a) determinare Is(A), A, A, A°, Fr(A);

(b) stabilire se A & chiuso, aperto, limitato, compatto, connesso.

3) Calcolare il seguente integrale:

2
/arctan <1 + ;) dt.
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Svolgimento

1) La funzione al numeratore f(z) ¢ somma di tre infinitesimi, per z — 0%. L’ordine di

x? sin(2x) rispetto a x & 3, per z — 0T, mentre l'ordine di 2% ¢ 6. Infine, essendo

. cos(log(3x+1)) =1 lim cos(log(3z+1)) =1 9log’(3z+1) 9
a0+ x? a0+ log®(3z + 1) (3x)? 2

I'ordine di infinitesimo di cos(log(3x 4+ 1)) — 1 ¢ 2, pertanto 'ordine di infinitesimo di
f(z)e2.
La funzione al denominatore g(z) ha invece ordine di infinitesimo 2 rispetto a x, per

x — 07, poiché

(e —1)" (eﬁ_1>6_1

lim ——— =1
mir(r]%r x3 wigl* \/E
(quindi (e¥® — 1) ha ordine 3), I'ordine di infinitesimo di tan(z®) & 3 e I’ordine di infi-

nitesimo di 322 & 2. Pertanto, applicando il principio di sostituzione degli infinitesimi,

risulta
lim f(z) ~ m cos(log(3z + 1)) — 1
e—0t g(x)  a—0t —3z2
_ lim 1—cos(log(3z+ 1)) 3log’(3z+1) 3
a0t log®(3z + 1) (3x)? 2
-1 1
2) Poniamoan::(m =2——,n=12....
3n 3n

(a) Risulta Is(A) ={a,, n=1,2,...}. Fissato infatti n € N, & sufficiente scegliere

. 1 1 1
0 <r <min{la, — api1l, |an — an_1|} = |ans1 —an| = 3 311 = ST 1)

per avere B(a,,r) N A = {a,}.
Risulta poi A’ = [0, 1]U{2}. Proviamo che 2 € A". Fissato r > 0, esiste n € N tale che
a, € B(2,7), da cui B(2,r) N A\ {2} # 0: infatti per avere |a,, — 2| = |2 - —2|=

L < r, basta scegliere n > .
3n ’ 3r
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Si ha poi A = A’ U Is(A) =[0,1]U {2} U{a, :

n € N} e A° =|0, 1, poiché soltanto

per i punti dell'intervallo aperto ]0,1[ & verificata la proprieta che esiste una boccia

centrata nel punto e tutta contenuta dentro l'insieme A.

Infine, tenendo conto del fatto che tutti i punti isolati sono anche di frontiera, che il

punto 2 ¢ di frontiera (poiché per ognir > 0, B(2,r)NA # () e B(2,7) N A¢ # () e che

i punti 0 e 1 sono di frontiera per [0, 1], si conclude che Fr(A) = {0,1,2} U {a,, n =

1,2,...}

(b) L’insieme A non ¢ chiuso, in quanto A # A, e dunque non é compatto; non ¢é

nemmeno aperto, essendo A° # A. A ¢ invece limitato, essendo ad esempio A C [0, 2].

L’insieme, infine, non ¢ connesso: basta infatti considerare, ad esempio, B = |—3, 1],

C =11, 3[ per avere

e (BNA)#D, (CNA)+£D,
e (BNAN(CNA) =0,

e (BNA)U(CNA) = A.

3) Integrando per parti si ha:

2
I = /arctan (1 + ;) dt

e (12) - [1(-2) e
t 2) 1+ (

= tarctan (1—1—2> + 2/;
t 12 4 (t + 2)?

tarct 1+2 +/ ! dt
= tarctan - -
t 12+ 2t+2
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2 1 [2t4+2-2
= tarct 14 - — | —— dt
arcan(+t)+2/t2+2t+2
tarctan (142 ) + 11 (£ +2t +2) / ! dt
= tarctan - —lo - —
t) T2 t+1)2+1
(* +2t 4+ 2) —arctan(t + 1) + ¢,

2 1
= tarctan 1—1—; +§10g

c € R.
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IIT appello - 5 Febbraio 2019

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

2) Studiare, al variare di z € R, la seguente serie:

X sin (1)
—_—n/(3 +1 n+1'
; i3 3z +1)

3) Calcolare il seguente integrale:

1
—_—dx.
/ V222 -5
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Svolgimento

1) 11 calcolo diretto conduce ad una forma indeterminata. Osserviamo tuttavia che

: 2 4 L 2 4
xl_lgloolog (cos (2—x2>) (x* +3) —ml_lgloolog (1+ (cos <2—x2) - 1)) (z* +3)

log (1 + (cos (322) — 1)) cos (5) — La(a' +3)

7—+oo cos (327) — 1 ey (2-2?)
1— 1 log(1
dal momento che lim s e lim og(L + ) = 1.
z—0 $2 2 z—0 x
R () e
2) Laserie data ¢ a termini di segno qualunque e, posto a,, := W(ijt rttin=1,2,...,
risulta a, = 0 per ogni n € N se x = —%, dunque in tal caso la serie banalmente

converge. Se x # —% studiamo la convergenza assoluta, tramite il criterio del rapporto:

poiché
sin( 47 ) (3 + 1)"+2

. an+1 . (n+1)3

lim = lim —
n—+oo | ap n—+o00 aié%)(3x-+-1)"+1

: 1
T A AL Sm(F) LS ST
notoo |\ /(n+1)3 7 n+lsin (%)

la serie converge assolutamente, e dunque converge, se |3z + 1| < 1. Poiché tale
disequazione é verificata per —% < x < 0, la serie é convergente assolutamente, e

dunque € convergente, in ]—%, 0 [
Se x > 0 la serie ¢ a termini di segno positivo, dunque diverge in quanto diverge

assolutamente, per quanto visto prima.

Se x < —% la serie é a termini di segno alterno e risulta indeterminata, per un criterio

Qp+1
anp,

di indeterminatezza: infatti, per quanto visto prima, in tal caso si ha lim
n—-+00

|3z 4+ 1| > 1 da cui, per definizione di limite, esiste n € N tale che |a,41| > |a,|, per

ogni n > n, ovvero (|a,|), é definitivamente crescente.
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Se x = 0 la serie é a termini di segno positivo e diventa

Z
L ¢ convergente, per il
2

- e, poiché la serie
2

0 . h . sin(%)
sserviamo che a, = —25=
criterio del confronto asintotico la serie data converge se z = 0

Se x = —% la serie é a termini di segno alterno e diventa
(1
8 ()

+o0
sin(%) = 0 e la successione (|CL D
v n

Osserviamo che risulta lim, ,; |a,| = lim,
1

sm( ) ]

mn|

sin (77)

decrescente: infatti
|ans1| = /— 3
n

per ogni n € N. Pertanto la serie converge, dal criterio di Leibnitz
< 0, diverge se x > 0, ¢ indeterminata

<z

wln

In conclusione la serie data converge se
axP+b)" dx. Essendo nel

se v < —3.
3) Si tratta dell’integrale di un differenziale binomio del tipo [
= 0 € Z, una sostituzione possibile & t? = 222 —5,

nostro cason = —5 §Z Z, mentre ™=

da cui z = 4/ 2 ; 5 e dr = ——— dt: 'integrale diventa allora,
2(t2+5)
B dt 1 dt
5 5
75) +1

:/m/ﬁdm_/ﬂ __/(t2
(%) 1O = % arctan ( 21;25_ 5) e

1
= —— arctan

VB

con C € R.
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IV appello - 28 Maggio 2019

Svolgere i seguenti esercizi, motivando adeguatamente i risultati.

1) Calcolare il seguente limite:

. VAax?2 +3 — /4x?2 — 2 2
lim - + tan | ——
rrteo z(es2 — 1) +3

2) Studiare i punti di continuita della funzione f : R — R definita come

n+r2, x:%,n:1,2,3,...

sin(4x) 1 o

S t2, >0, x# -, n=123 . ..
flx) =

|l’—1|, LESO,(L‘EQ,

T+ 3, r <0, z&Q,

classificando gli eventuali punti di discontinuita.

3) Calcolare il seguente integrale:

™

/2 rsinx d
————dx.
o (cosx +5)?

11
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Svolgimento

1) Il calcolo diretto conduce ad una forma indeterminata per quanto riguarda il primo

addendo, mentre ovviamente lim, ., tan (ﬁ%”) = 0. Risulta inoltre

. V42 +3 — V422 -2 _ 5 1
lim . = lim .
w00 z(ez? —1) v=too \/4x? + 3+ V4x? — 2 g(ex? — 1)
5 1
= lim LIQ T
“*"Ozx(\/ur%nt\/l—ﬁ) e«? —1
_2
4

tenendo presenti il limite notevole lim,_,q ele = 1. Pertanto il limite richiesto & pari

a

o

2) Ponendo a, := —, n = 1,2,... ¢e A = {a,, n = 1,2,,...}, tutti i punti a, sono di
n
discontinuita di prima specie eliminabile poiché, fissato n € N, risulta

lim f(z) = lim {%H} — [wm],

T—an T—an 2
n

sin

4
mentre f(a,) = n+r2 + [# + 2] per ogni n € N: basta infatti osservare che, ad

in(4
esempio, [w + 2] > 2, mentre n+r2 < %, perognin =1,2,....

I punti z > 0, x # a,, sono invece di continuita perché qui la funzione ¢ somma,

composizione, prodotto e quoziente di funzioni continue.

Sui punti xg < 0 la funzione segue una legge di tipo Dirichlet e risulta

lim f(zx)= lim (1—-2z)=1-—29, lim f(z)= Ilim (x+3)=x0+3:

r—x0,€Q z—x0,2€Q r—x0,cZ€Q r—x0,cE€Q

essendo 1—xg = x¢+3 se e solo se xyg = —1, concludiamo che il punto —1 € di continuita

per f, mentre tutti i punti x¢ < 0, zo # —1 sono di discontinuita di seconda specie.
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Per quanto riguarda il punto 0 si ha infine

I = 1 ) = i — 0,
it O = B ) = B s
in(4 in(4
im  f) = tm |SRUT ol L gy, (SO0, oy
z—0t ,xZA z—01t zZA 2x z—0t zZ A 4x

da cui 0 ¢ punto di discontinuita di seconda specie, dal momento che non esiste

lim, o+ f(x) (si puo verificare che non esiste nemmeno lim, _,o- f(z)).

3) Utilizzando il procedimento di integrazione per parti si ha

3 /z 1
— ——dx
0 o COST + D

7 /2 rsinw d x
= ———dr = ———
o (cosx +5)? cosz +5
24t

7r /72r 1
= — — ——dx
10 g €coSx+ D
N 1z integrale

Operando ora la sostituzione ¢ = tan (%)7 da cui cosz = {5

diventa

L9 1 /! 1
R Y et
o OF 01+( §t>

o1 \ft )1 o1 \/5
= — — —ar n — = — — —=ar 11 b
10 6o AV hT1o T s Vs



